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Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования. Теория полигонов является довольно молодым
разделом общей алгебры, имеющим гораздо менее богатую историю, чем многие другие
разделы, а теория мультиполигонов и частичных полигонов вообще находится на началь-
ной стадии развития. Поэтому разработка этих теорий представляется актуальной мате-
матической задачей.
Полигоны над полугруппой, т.е. множества, на которых действует полугруппа, возни-
кают в разных разделах алгебры и ее приложений. В теории групп широко известной и
развитой является теория представлений групп, причем рассматривались как линейные
представления, так и представления подстановками. Аналогично этому рассматриваются
представления полугрупп: как линейные представления, так и представления преобразо-
ваниями (не обязательно взаимно однозначными) множества. Действие полугруппы на
множестве является полигоном над этой полугруппой.
Понятие полигона является алгебраической моделью автомата Мура (т.е. автомата без
выходного алфавита)1,2. Таким образом, все работы по алгебраической теории автоматов
можно рассматривать как относящиеся к теории полигонов. Если обычный полигон над
полугруппой является алгебраическим выражением абстрактного автомата, то мультипо-
лигоны можно рассматривать как автоматы с несколькими входными алфавитами. Кроме
того, полигон над полугруппой является универсальной алгеброй, операции в которой —
унарные (умножения на элементы полугруппы). Частичный полигон является частичной
универсальной алгеброй3.
Понятие полигона над полугруппой аналогично понятию модуля над кольцом, вви-
ду чего теория полигонов развивалась под большим влиянием теории колец и модулей.
Гомологическая классификация колец, т.е. исследование свойств кольца по свойствам ка-
тегории модулей над этим кольцом, вызвала аналогичные вопросы в теории полигонов4.
Вышеназванными вопросами занимались многие математики России и зарубежья: М.
Кильп, В. Фляйшер, П. Нормак, Л. А. Скорняков, А. В. Михалев, И. Б. Кожухов, М.Я.
Комарницкий, Г.В. Зелиско, У. Кнауэр, С. Булман-Флеминг, М. Петрич. А.А. Степано-
1Б.И. Плоткин, Л.Я. Гринглаз, А.А. Гварамия. Элементы алгебраической теории автоматов //
М.:Высшая школа, 1994.
2Лаллеман Ж. Полугруппы и комбинаторные приложения // М.:Мир, 1985.
3Ляпин Е.С., Евсеев А.Е. Частичные алгебраические действия // СПб.: Образование, 1991.
4Скорняков Л.А. О гомологической классификации моноидов // Сиб. мат. журн. 1969. Т. 10, № 5, – С.
1139–1143.
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вой5 изучались теоретико-модельные свойства полигонов. Т. С. Фофанова6,7,8 исследовала
полигоны с заданной на них структурой полурешетки над дистрибутивной решеткой, бу-
левой алгеброй или цепью. На полигоны в этих статьях накладываются дополнительные
условия дистрибутивности. И. Б. Кожухов исследовал подпрямо неразложимые полигоны.
Он доказал, что если порядки всех подпрямо неразложимых полигонов над полугруппой
ограничены в совокупности, то полугруппа периодическая. Все подпрямо неразложимые
полигоны состоят не более чем из двух элементов тогда и только тогда, когда полугруппа
является полурешеткой9.
В. И. Ким в своей работе10 рассматривал множество изотонных отображений O (X, Y )
частично упорядоченного множества X в частично упорядоченное множество Y как би-
полигон над полугруппами O (X,X) слева и O (Y, Y ) справа.
Если полугруппы имеют простое строение, то полигоны или мультиполигоны над ними
могут быть описаны. В работе11 было приведено полное описание полигонов над пря-
моугольной группой. В другой статье этих же авторов12 были описаны все полигоны над
вполне простыми и вполне 0-простыми полугруппами, из чего следует описание полигонов
над полугруппами левых и правых нулей.
В настоящей работе некоторые из этих результатов переносятся на случай мультипо-
лигонов над семействами полугрупп левых и правых нулей: получено полное описание
мультиполигонов над семействами полугрупп, каждая из которых является полугруппой
левых или правых нулей и, как следствие, выяснено строение (L1, L2) , (R1, R2) , (L,R) ,
(R,L)-биполигонов, где L, L1, L2 — полугруппы левых нулей, R, R1, R2 — полугруппы
правых нулей. Доказана теорема о строении биполигонов над двумя рисовскими матрич-
5Михалев А.В., Овчиникова Е.В., Палютин Е.А., Степанова А.А. Теоретико-модельные свойства регу-
лярных полигонов // Фундаментальная и прикл. матем. –2004. Т. 10 № 4. – С. 107-157.
6Фофанова Т.С. Полигоны над дистрибутивными решетками // Сибирский математический журнал.
1971. Т. 11, № 5. – С. 1195-1199.
7Фофанова Т.С. Инъективность полигонов над булевыми алгебрами // Сибирский математический
сборник. 1972. Т. 13, №2. – С. 452-458.
8Фофанова Т.С. Об инъективных полигонах над цепями // Mathematica Slovaca. 1978. Т. 28, № 1. –С.
21-33.
9Kozhukhov I. One characteristical property of semilattices // Comm. In Algebra. 1997. Т. 25, № 8. – С.
2569-2577.
10Kim V.I. On isotone mapping of partially ordered set // 6-th International Algebraic Conference in Ukraine.
Kamenets-Podolsky, 2007. – С. 99-100.
11Авдеев А.Ю., Кожухов И.Б. Полигоны над прямоугольными группами // Материалы 12-й междуна-
родной конференции “Проблемы теоретической кибернетики”. – Нижний Новгород. 1999. – С. 5.
12Avdeyev A.Yu., Kozhukhov I.B. Acts over completely 0-simple semigroups // Acta Cybernet. 2000. Т. 14,
№ 4. – С. 523-531.
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ными полугруппами с нулями.
Цели и задачи исследования данной работы заключаются в исследовании алгебра-
ического строения полигонов над полурешетками (в том числе частичных полигонов) и
мультиполигонов над семействами полугрупп специального вида (полугруппами левых и
правых нулей и т.д.).
Методы исследования. В работе используются методы алгебраической теории полу-
групп и теории частично упорядоченных множеств. Для проверки некоторых гипотез и
получения информации о строении полигонов был использован компьютер.
Личный вклад автора. В диссертации изложены результаты, полученные как лично
автором, так и в соавторстве. В работах в соавторстве автору принадлежит 50% резуль-
татов
Достоверность результатов, полученных в данной работе, определяется обоснован-
ными теоретическими выкладками и строгими доказательствами, опирающимися на ме-
тоды алгебраической теории полугрупп и теории частично упорядоченных множеств.
Научная новизна. В диссертации получен ряд результатов о строении полигонов над
полурешетками и цепями, биполигонов и мультиполигонов над полугруппами специаль-
ного вида. Доказан ряд свойств частичных полигонов над полурешетками. Полученные
результаты являются новыми.
Основные положения, выносимые на защиту.
1. Установление свойств частично упорядоченных множеств, являющихся полигонами
над полурешетками.
2. Характеризация (нахождение необходимых и достаточных условий) полигонов над
полурешеткой и связных частично упорядоченных множеств с условием минималь-
ности, являющихся полигонами над какой-либо цепью.
3. Выяснение строения мультиполигонов над семейством моноидов.
4. Описание мультиполигонов над семействами полугрупп левых и правых нулей.
5. Доказательство того, что в общем случае S×T -полигон не является (S, T )-биполигоном.
Практическая и теоретическая значимость. Работа носит теоретический харак-
тер. Полученные в ней результаты могут быть использованы в структурной теории полу-
групп и (мульти)полигонов.
Достоверность результатов, полученных в данной работе, определяется обоснован-
ными теоретическими выкладками и строгими доказательствами, опирающимися на ме-
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тоды алгебраической теории полугрупп и теории частично упорядоченных множеств.
Апробация работы. Результаты диссертации неоднократно докладывались на научно-
исследовательском семинаре “Кольца и модули” кафедры высшей алгебры МГУ, а также
на следующих конференциях: 14-й и 15-й Международных конференциях “Проблемы тео-
ретической кибернетики” (Пенза, 2005, Казань, 2008); 14-х и 15-х математических чтениях
РГСУ (Москва, 2005, 2006); Международной алгебраической конференции, посвященной
100-летию И. Г. Конторовича и 70-летию Л. Н. Шеврина (Екатеринбург, 2005); 12-й, 13-й
и 18-й Всероссийских межвузовских конференциях “Микроэлектроника и информатика”
(Москва, МИЭТ, 2005, 2006, 2011); Международном семинаре по компьютерной алгебре
и информатике (Москва, МГУ, 2005); 6-й, 7-й и 8-й Международных алгебраических кон-
ференциях на Украине (Каменец-Подольский, 2007; Харьков, 2009; Луганск, 2011); Меж-
дународной алгебраической конференции, посвященной 100-летию А. Г. Куроша (Москва,
МГУ, 2008); 10-м международном семинаре “Дискретная математика и ее приложения”
(Москва, МГУ, 2010); 7-й Международной конференции “Алгебра и теория чисел” ( Тула,
2010).
Публикации. По теме диссертации опубликована 21 работа, в том числе 3 в рецензи-
руемых научных журналах, рекомендованных ВАК.
Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, трех глав, разбитых на
параграфы, списка литературы и списка публикаций автора по теме диссертации. Общий
объем работы составляет 94 страницы. Список литературы включает 55 наименований.
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, формулируются общие
проблемы, цели и задачи исследования, научное и практическое значение полученных
результатов.
Первая глава посвящена изучению полигонов и частичных полигонов над полурешет-
ками.
Правым полигоном над полугруппой S (или правым S-полигоном) называется множе-
ствоX, на котором действует полугруппа S, причем (xs1)s2 = x(s1s2) при x ∈ X, s1, s2 ∈ S.
Левый полигон определяется двойственным образом. Частичный полигон — это множе-
ство X, для которого задано частичное отображение X × S → X, причем для любых
x ∈ X, s, t ∈ S произведения x(st) и (xs)t существуют или не существуют одновременно
и x(st) = (xs)t в случае, если оба этих выражения существуют. Полурешеткой называ-
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ется частично упорядоченное множество, в котором любое конечное подмножество имеет
точную нижнюю грань.
Нижним конусом элемента x частично упорядоченного множества X называется мно-
жество x∇ = {y ∈ X|y ≤ x}.
Установлен ряд свойств полигонов над полурешетками. А именно, доказано, что всякий
полигон X над полурешеткой S является частично упорядоченным множеством относи-
тельно порядка
x ≤ y ⇔ x ∈ yS1
(предложение 1.3). Доказано, что нижний конус любого элемента является полурешеткой
(предложение 1.4).
Естественным образом возникают 2 вопроса:
1. Как устроен полигон над данной полурешеткой S?
2. Каким условиям должно удовлетворять частично упорядоченное множество, чтобы
оно являлось полигоном над какой-нибудь полурешеткой?
Необходимые условия (т.е. частичный ответ на 1-й вопрос) дают уже упомянутые пред-
ложения 1.3, 1.4. Однако, эти условия не являются достаточными: в работе приведен при-
мер 7-элементного частично упорядоченного множества, которое удовлетворяет вышепри-
веденным условиям, но не является полигоном ни над какой полурешеткой (пример 1.11).
Также установлено, что это множество является минимальным по количеству элементов
множеством, удовлетворяющим условию предложения 1.4, но не являющимся полигоном
ни над какой полурешеткой (замечание 1.12).
Для формулировки ответа на вопрос №2 введем следующее обозначение. Пусть X —
произвольное частично упорядоченное множество. Обозначим через Φ(X) множество отоб-
ражений ϕ : X → X, удовлетворяющих условиям:
(i) ∀x, y ∈ X x ≤ y ⇒ xϕ ≤ yϕ (т.е. ϕ изотонно);
(ii) ∀x ∈ X xϕ ≤ x (ϕ — уменьшающее);
(iii) ϕ2 = ϕ (ϕ — идемпотентное);
(iv) ∀x, y ∈ X(x = xϕ & y ≤ x⇒ y = yϕ).
Показано, что Φ(X) — полурешетка (следствие 1.8). Формулируется и доказывается тео-
рема о необходимом и достаточном условии на частично упорядоченное множество, чтобы
оно являлось полигоном над некоторой полурешеткой:
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Теорема 1.9. Пусть X — частично упорядоченное множество. Тогда X является
полигоном над некоторой полурешеткой в том и только том случае, если полугруппа
Φ(X) действует на X транзитивно, т.е.
∀x, y ∈ X (x ≤ y ⇒ ∃ϕ ∈ Φ(X) (x = yϕ)).
Как и в случае обычных полигонов, для частичного полигона X над полурешеткой
S доказано (предложение 1.16), что X является частично упорядоченным множеством
относительно порядка
x ≤ y ⇔ x = y или x = ys при некотором s ∈ S.
ПустьX — частичный полигон над полурешеткой S. Мы будем говорить, что частичный
полигон X продолжается до полного, если частичное отображение X ×S → X продолжа-
ется до обычного отображения X×S → X и выполняется аксиома полигона (xs)t = x(st).
Одно интересное свойство частичных полигонов над полурешетками отмечает следующее
предложение.
Предложение 1.18. Пусть X — частичный полигон над полурешеткой S. Если для
каждого x ∈ X нижний конус x∇ является полурешеткой, то для любых x, y ∈ X,
лежащих в одной компоненте связности и любого s ∈ S произведение xs определено
тогда и только тогда, когда ys определено.
Достаточное условие продолжаемости частичного полигона X над полурешеткой S до
полного полигона дает
Теорема 1.20. Пусть X — частично упорядоченное множество, являющееся частич-
ным полигоном над полурешеткой S. Если каждая компонента связности имеет наи-
меньший элемент, то частичный полигон X продолжается до полного полигона.
Вторая глава посвящена исследованию полигонов над важным частным случаем по-
лурешетки — линейно упорядоченным множеством, т.е. цепью. Для полигонов над цепями
можно поставить такие же вопросы 1 и 2, какие были сформулированы для полурешеток
в главе 1. Доказано, что если частично упорядоченное множество является полигоном над
цепью, то нижний конус любого его элемента является деревом (предложение 2.1).
В случае произвольных цепей (не обязательно конечных) полный ответ на вопрос №2
получен для связных частично упорядоченных множеств с условием минимальности. С
помощью леммы Цорна доказано необходимое и достаточное условие того, что связное
частично упорядоченное множество с условием минимальности является полигоном над
некоторой цепью:
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Теорема 2.4. Связное частично упорядоченное множество X с условием минималь-
ности является полигоном над некоторой цепью в том и только том случае, если X —
дерево.
Получен ответ на вопрос №1 в случае, если X — полигон над конечной цепью:
Теорема 2.5. Пусть n — натуральное число и X — частично упорядоченное множе-
ство, обладающее свойствами:
(i) X — дерево;
(ii) X представимо в виде объединения попарно не пересекающихся подмножеств
X0, X1, ..., Xn;
(iii ) X0 состоит из одного элемента (будем считать, что X0 = {u0});
(iv) если x ∈ Xi, y ∈ Xj и i ≤ j, то y 6< x.
Пусть S = {a0, a1, ..., an−1} — цепь (a0 < a1 < ... < an−1). Для элементов x ∈ X и
aj ∈ S положим
x · aj = max(x∇ ∩ (X0 ∪X1 ∪ ... ∪Xj)).
Тогда X является полигоном над цепью S. Наоборот, всякий связный полигон над
конечной цепью устроен таким образом.
Для несвязных частично упорядоченных множеств получено достаточное условие того,
что частично упорядоченное множество X является полигоном над цепью:
Предложение 2.8. Пусть X =
⋃
α∈Ω
Xα — частично упорядоченное множество, при-
чём Xα — различные компоненты связности множества X и каждое Xα является по-
лигоном над цепью Γα. Предположим, что существует цепь C такая, что для каждого
α ∈ Ω определено сюръективное гомоморфное отображение ϕα : C → Γα. Тогда X можно
сделать полигоном над цепью C.
Однако, как показано в дальнейшем, такая цепь Γ не всегда существует даже для двух
цепей Γ1, Γ2 (пример 2.9). Теорема 2.11 дает необходимое и достаточное условие существо-
вание цепи Γ для совокупности цепей, имеющих минимальные элементы.
Теорема 2.11. Пусть {Γα | α ∈ Ω} — совокупность цепей, имеющих минималь-
ные элементы. Цепь Γ, которая сюръективно и гомоморфно отображается на каждую
цепь Γα, существует тогда и только тогда, когда минимальные конфинальные подцепи
каждой Γα упорядочены по одному типу.
В третьей главе изучаются биполигоны и мультиполигоны над некоторыми классами
полугрупп. Биполигон SXT (или (S, T )-биполигон) – это множество, на котором действуют
полугруппа S слева и полугруппа T справа, причем действия этих полугрупп перестано-
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вочны, т.е. (sx) t = s (xt) при x ∈ X, s ∈ S, t ∈ T . Мультиполигон над семейством
{Si|i ∈ I} полугрупп — это множество X, на котором действуют полугруппы Si, причем
действия этих полугрупп перестановочны (т.е. (xsi)sj = (xsj)si при x ∈ X, si ∈ Si, sj ∈ Sj,
i 6= j). Ясно, что понятие мультиполигона обобщает понятия полигона и биполигона.
Унитарный мультиполигон над семейством моноидов {Si|i ∈ I} — это такой {Si|i ∈
I}-мультиполигон, в котором единицы моноидов действуют тождественно. Категорию
(S, T )-биполигонов будем обозначать через S − Act − T, а категорию унитарных (S, T )-
биполигонов через S − UAct− T.
Вначале отмечено, что в унитарном случае мультиполигон над моноидами может быть
сведен к обычному полигону.
Теорема 3.4. Категория унитарных {Si|i ∈ I}-мультиполигонов изоморфна катего-
рии унитарных правых полигонов над дискретным прямым произведением
∼∏
i∈I
Si моноидов
Si.
C помощью теоремы 3.4 показано, что в случае унитарных биполигонов над моноидами
имеет место изоморфизм категорий M1−UAct−M2 ∼= UAct− (M op1 ×M2) (следствие 3.5).
Построен пример (пример 3.9) (S×T )-полигона, который нельзя свести к (S, T )-биполигону.
Строение произвольных, не обязательно унитарных мультиполигонов над семейством
моноидов описано в теоретико-множественных терминах в теореме 3.10.
Теорема 3.10. Пусть выполнены условия:
(a) {Yi|i ∈ I} — семейство унитарных полигонов над моноидами {Mi|i ∈ I} ;
(b) Yi — подмножества множества X для всех i ∈ I;
(c) для любых i, j ∈ I множество Yi ∩ Yj — унитарный биполигон, являющийся под-
полигоном полигонов Yi и Yj;
(d) для каждого i ∈ I задано отображение ϕi : X → Yi, причем ϕi|Yi — тождественное
отображение множества Yi;
(e) ϕi(ϕj(x)mj) = ϕj(ϕi(x))mj для всех x ∈ X, mj ∈Mj.
Доопределим действия Yi×Mi → Yi до умножения других элементов из X на элемен-
ты моноидов Mi, полагая
xmi = ϕi(x)mi
при mi ∈ Mi, x ∈ X. Тогда X станет {Mi|i ∈ I}-мультиполигоном. Наоборот, всякий
мультиполигон над семейством моноидов устроен таким образом.
В неунитарном случае биполигоны над двумя моноидами также можно свести к обыч-
ным полигонам. На основании теоремы 3.10 получен следующий результат.
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Теорема 3.11. Пусть выполнены условия:
(a) M1Y , ZM2 — унитарные полигоны над моноидами M1, M2;
(b) C = Y ∩ Z — биполигон, являющийся подполигоном полигонов Y и Z;
(c)A — множество такое, что A ∩ (Y ∪ Z) = ∅;
(d) X = A ∪ Y ∪ Z;
(e) ϕ : X → Z и ψ : X → Y — такие отображения, что ϕ|Z и ψ|Y — тождественные
отображения множеств Z и Y ;
(f) ϕ(m1ψ(x)) = m1ψ(ϕ(x)) и ψ(ϕ(x)m2) = ϕ(ψ(x))m2 при x ∈ X, m1 ∈M1, m2 ∈M2.
Доопределим действия M1 × Y → Y и Z ×M2 → Z до умножения других элементов
из X на элементы моноидов M1 слева и элементы из M2 справа, полагая
m1x = m1ψ(x)
при m1 ∈M1, x ∈ X\Y и
xm2 = ϕ(x)m2
при m2 ∈ M2, x ∈ X\Z. Тогда X станет (M1,M2)-биполигоном. Наоборот, каждый
биполигон над моноидами M1,M2 изоморфен биполигону, полученному таким образом.
Доказана теорема о строении биполигонов над двумя рисовскими матричными полу-
группами с нулем.
Теорема 3.15. Пусть S = M0(G, I,Λ, P ) и S ′ = M0(G′, I ′,Λ′, P ′) — рисовские мат-
ричные полугруппы и X — множество с некоторым элементом 0 (который назовем
нулем). Далее, пусть (Hα) и (H ′β) — семейства подгрупп групп G и G′ соответственно,
Q =
∐
α
(G/Hα)
∐
0, Q′ =
∐
β
(G′/H ′β)
∐
0 — копроизведения унитарных левых G- и правых
G- полигонов соответственно. Наконец, пусть для любых i ∈ I, λ ∈ Λ, j ∈ I ′, µ ∈ Λ′,
существуют отображения κλ : Q → X, κ′µ : Q′ → X, pii : X → Q, pi′j : X → Q′, удовле-
творяющие условиям: (1) 0κλ = 0pii = 0κµ = 0pij = 0; (2) qκλpii = q ∗ pλi, q′κ′µpi′j = p′µj ◦ q′
для любых q ∈ Q, q′ ∈ Q′; (3) (((g ∗ xpii)κλ)pi′j ◦ g′)κ′mu = (g ∗ ((xpi′j ◦ g′)κ′µ)pii)κλ для всех
x ∈ X, g ∈ G, g′ ∈ G′.
Положим для x ∈ X, (g)iλ ∈ S, (g′)jµ ∈ S ′
sx = (g)iλx = (g ∗ xpii)κλ, xs′ = x(g′)jµ = (xpi′j ◦ g′)κ′µ, θx = xθ′ = 0,
где θ, θ′ — нули S и S ′ соответственно. Тогда X — (S, S ′) - биполигон. Кроме того, любой
биполигон над рисовскими матричными полугруппами с нулем устроен таким образом.
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Получено полное описание мультиполигонов (теоремы 3.18, 3.21, 3.24) и биполигонов
(теоремы 3.19, 3.22, 3.25) над семействами полугрупп левых и правых нулей. В частности,
над семейством полугрупп правых нулей.
Теорема 3.18. Пусть X, {Ri|i ∈ I} — произвольные непустые множества, σi —
отношение эквивалентности на X для каждого i ∈ I и σij = sup{σi, σj} для всех i, j ∈ I,
i 6= j. Для каждого r ∈ Ri положим Y ir — множества представителей каждого σi
соответственно, т.е. для всех i ∈ I, r ∈ Ri, x ∈ X
|Y ir ∩ xσi| = 1.
Пусть для каждого x ∈ X, для всех i, j ∈ I i 6= j существует элемент a ∈ Kij (где
Kij — σij-класс элемента x) такой, что выполняются условия
Y ir ∩Kij ⊆ aσj,
Y ir ∩ aσi = {a}.
Для r1, r2 ∈ Ri положим r1r2 = r2. Тогда Ri будут полугруппами правых нулей для
всех i ∈ I. Положим
xr = x′ ∈ Y ir ∩ xσi
(x ∈ X, r ∈ Ri). Тогда X будет мультиполигоном над семейством полугрупп правых
нулей {Ri|i ∈ I}. Наоборот, всякий мультиполигон над семейством полугрупп правых
нулей будет изоморфен мультиполигону, полученному таким способом.
Теорема 3.19. Пусть X,Q,R — множества, σ1, σ2 — отношения эквивалентности
на множестве X и τ = sup(σ1, σ2). Для любых q ∈ Q, r ∈ R пусть Yq, Yr — подмноже-
ства множества X, являющиеся множествами представителей классов отношений σ1,
σ2 соответственно, т.е. для любых q ∈ Q, r ∈ R, x ∈ X
|Yq ∩ xσ1| = 1 и |Yr ∩ xσ2| = 1.
Пусть при этом для любого τ -класса K существует a ∈ K такое, что при любых r ∈ R,
q ∈ Q выполняются условия:
Yr ∩K ⊆ aσ1, Yq ∩K ⊆ aσ2
и
Yr ∩ aσ2 = {a}, Yq ∩ aσ1 = {a}.
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Определим на множествах Q и R операции, полагая r1r2 = r2 при r1, r2 ∈ R и q1q2 = q2
при q1, q2 ∈ Q. Тогда Q и R будут являться полугруппами правых нулей. Определим
действия этих полугрупп на множестве X, полагая
xr = x1 ∈ Yr ∩ xσ2 (x ∈ X, r ∈ R)
и
xq = x2 ∈ Yq ∩ xσ1 (x ∈ X, q ∈ Q).
Тогда X будет являться (L,R)-биполигоном (где Qop = L). Наоборот, любой (L,R)-
биполигон, где L — полугруппа левых нулей, а R — полугруппа правых нулей, изоморфен
биполигону, построенному таким способом.
Понятие подбиполигона может быть определено двумя не эквивалентными друг другу
способами, причем оба определения естественны. А именно, непустое подмножество Y
(S, T )-биполигонаX называется подбиполигоном биполигона X в узком смысле, если SY ⊆
Y и Y T ⊆ Y ; Y – подбиполигон в широком смысле, если SY T ⊆ Y. В случае унитарных
биполигонов эти определения совпадают.
При помощи теоремы 3.11 описаны (с точностью до унитарных подбиполигонов) все
подбиполигоны (в узком и широком смыслах) биполигона над моноидами (теоремы 3.29
и 3.30).
Теорема 3.29.Пусть X — (M1,M2)-биполигон, где M1, M2 — моноиды. Подмноже-
ство F ⊆ X будет подбиполигоном в узком смысле в том и только том случае, если F
можно представить в виде F = G1 ∪ G2 ∪H, где H ⊆ A, G1 — подполигон унитарного
полигона M1Y , G2 — подполигон унитарного полигона ZM2, G1 ∩ G2 — унитарный под-
биполигон биполигона M1CM2 (см. теорему 3.9) и выполнены условия: ψ(G2 ∪ H) ⊆ G1,
ϕ(G1 ∪H) ⊆ G2.
Теорема 3.30. Пусть X — (M1,M2)-биполигон, где M1, M2 — моноиды. Подмноже-
ство F ⊆ X будет подбиполигоном в широком смысле в том и только том случае, если
F можно представить в виде F = G1 ∪ G2 ∪H, где H ⊆ A, G1 ⊆ Y , G2 ⊆ Z — подмно-
жества такие, что G1∩G2 — унитарный подбиполигон биполигона M1CM2 (см. теорему
3.9) и выполнено условие ϕ(ψ(F )) ⊆ G1 ∩G2.
Наконец, с помощью теорем о строении биполигонов над полугруппами левых и правых
нулей (теоремы 3.19, 3.22, 3.25) получено полное описание всех подбиполигонов (в узком
и широком смыслах) этих биполигонов (теоремы 3.31, 3.32, 3.33, 3.34, 3.35, 3.36). Для
биполигонов над полугруппами правых нулей результат выглядит следующим образом.
Теорема 3.31. Пусть X — (Q,R)-биполигон, где Q и R — полугруппы правых нулей.
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Подмножество A ⊆ X будет подбиполигоном X в узком смысле тогда и только тогда,
когда xσ1 ∩ (
⋃
q∈Q
Yq) ⊆ A и xσ2 ∩ (
⋃
r∈R
Yr) ⊆ A.
Теорема 3.32. Пусть X — (Q,R)-биполигон, где Q и R — полугруппы правых ну-
лей. Подмножество A ⊆ X будет подбиполигоном X в широком смысле тогда и только
тогда, когда
⋃
q∈Q
(xσ1 ∩ Yq)σ2 ∩
⋃
r∈R
Yr ⊆ A для всех x ∈ A.
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